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1 ABSTRACT

1 Abstract
L’objet de cet exposé est l’étude du problème de transport optimal dans un

contexte où les distributions de départ et d’arrivée n’ont pas la même masse.
En effet, la formulation de Kantorovich du problème du Transport Optimal
est la suivante. Supposons que nous avons deux mesures de probabilité α et β
définies sur deux ensembles X et Y et que supposons que nous disposons d’une
fonction de coût c(x, y) définie surX×Y . Le but est alors de trouver une mesure
de probabilité γ sur X × Y qui minimise la quantité

∫
X×Y c(x, y) dP (x, y) et

telle que PX
] γ = α et P Y

] γ = β. Ce problème tel que formulé ainsi ne peut
pas être résolu si α et β ne sont plus des mesures de même masse. C’est
dans ce contexte que va se mener l’étude qui va suivre. Nous montrerons une
nouvelle formulation plus générale du problème du Transport Optimal capable
de prendre en compte ce cas de figure, et nous proposerons une généralisation
de l’algorithme de Sinkhorn pour le résoudre. Aussi nous montrerons comment
cet algorithme s’applique au problème de barycentre de Wasserstein. Enfin
nous montrerons quelques illustrations de la performance de l’algorithme sur
des problèmes.
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2 INTRODUCTION

2 Introduction

2.1 Présentation du problème
La formulation de Kantorovich du problème du Transport Optimal est la

suivante. Supposons que nous avons deux mesures de probabilité α et β définies
sur deux ensemblesX et Y et que supposons que nous disposons d’une fonction
de coût c(x, y) définie sur X × Y . Le but est alors de trouver une mesure de
probabilité γ sur X × Y qui minimise la quantité

∫
X×Y c(x, y) dP (x, y) et telle

que PX
] γ = α et P Y

] γ = β. Une conséquence directe de cette formulation est
que α(X) =

∫
x∈X dα(x) =

∫
x∈X dPX

] γ(x) =
∫
X×Y dγ = γ(X × Y ). De même

β(Y ) = γ(X×Y ). Ce lien intrinsèque entre α, β et γ, interdit toute utilisation
de cette formulation dans un contexte où α(X) 6= β(Y ). Nous souhaitons
nous libérer de cette contrainte afin de pouvoir adresser des problèmes plus
généraux.

2.2 Travaux précédents
Le problème du Transport Optimal est vieux de plusieurs siècles. La pre-

mière formulation de Monge :

argminT :X−→Y
T]α=β

{∫
X
c(x, T (x)) dα(x)

}
a été résolue par Brenier qui publie le théorème suivant.

Supposons que X = Y = Rd et que c(x, y) = ||x − y||2. Alors si α a une
densité par rapport à la mesure de Lebesgue, il existe un unique couplage
T qui minimise la quantité définie plus haut. De plus T est le gradient
d’une fonction convexe φ.

Théorème 1. Brenier

La formulation de Kantorovich est venue apporter plus de souplesse dans la ma-
nière de transporter l’information de X à Y en permettant plus de connexions
entre les éléments de X et ceux de Y au travers de la quantité γ(x, y). Grâce
aux travaux de Birkoff et de Von Neumann, il a été prouvé que dans le cas où
X et Y sont des ensembles discrets de même cardinaux, les formulations de
Kantorovich et de Monge sont équivalentes. Plus généralement, Brenier prouve
aussi l’équivalence dans le cas où α a une densité et que c est le carré de la
norme euclidienne.

La technique usuellement utilisée pour résoudre le problème de Kantorovich
est celle de la régularisation entropique. Pour cela on introduit le problème de
Schrödinger

min
γ∈M+(X×Y )
PX

] γ=α,PY
] γ=β

∫
X×Y

c(x, y) dγ(x, y) + εKL(γ|α⊗ β)

4 Master MVA



2.3 Contribution de l’article 2 INTRODUCTION

où KL est utilisée comme fonction de régularisation pour obtenir une approxi-
mation γε de la solution du problème de Kantorovich. Le but de cette régu-
larisation est de pénaliser l’annulation de γ sur Supp(α) × Supp(β). Cette
régularisation résulte en un algorithme itératif très simple pour calculer la
solution γ∗. C’est l’algorithme de Sinkhorn.

L’étude du transport optimal déséquilibré n’est pas nouveau. Cependant,
dans la littérature existante, il avait été étudié dans des cas bien spécifiques
qu’il est difficile de généraliser. Cela est l’une des motivations de l’étude que
nous allons présenter dans les pages suivantes. L’approche plus générale que
nous présentons permet d’avoir une vision globale tout en gardant un algo-
rithme très efficace.

2.3 Contribution de l’article
La principale contribution de l’article est son algorithme pour résoudre

le problème du transport optimal déséquilibré. Cet algorithme propose une
solution globale à toutes les problématiques de transport optimal. Cela est
possible grâce à une reformulation de l’objectif globale du transport optimal
qui unifie le problème du flow de gradients, du barycentre de Wasserstein et du
transport déséquilibré. Une preuve de la validité de l’algorithme sera présentée
ainsi que des techniques pour assurer sa stabilité.

2.4 Notations
SiX est un espace topologique, et p un nombre réel,Mp

+(X) est l’espace des
mesures de radon positives sur X de masse p.M+(X) désigne tout simplement
l’espace des mesures de radon positives sur X. Si T est une application de
l’espace mesurable (X,A) vers l’espace mesurable (Y,B) et µ est une mesure
sur X, alors T]µ est la mesure sur Y définie par

∀B ∈ B, T]µ(B) = µ(T−1(B)). (1)

On note la divergence de Kullback-Leibler entre deux mesures µ et ν sur X
par

KL(µ|ν) =
∫
X

log
(

dµ
dν (x)

)
dµ(x) +

∫
X

dν(x)− dµ(x) (2)

avec la convention 0 log(0/0) = 0. Si µ n’admet pas de densité dµ
dν par rapport

à ν, KL(µ|ν) =∞.
Si r, s de (X ×Y, dx dy) vers Rn sont deux familles de fonctions, alors PX

] r
et P Y

] r sont les fonctions définies par

(PX
] r)i(x) =

∫
Y
ri(x, y) dy and (P Y

] r)i(y) =
∫
X
ri(x, y) dx (3)

De même, leur divergence de Kullback-Leibler est définie par

KL(r|s) =
∑
i

∫
X×Y

[
log

(
ri(x, y)
si(x, y)

)
ri(x, y)− ri(x, y) + si(x, y)

]
dx dy (4)
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2.4 Notations 2 INTRODUCTION

Enfin, on note

< r|s >=
n∑
i=1

∫
X×Y

ri(x, y)si(x, y) dx dy. (5)

Les opérateurs � et � sont les opérateurs de multiplications et de division
coefficient par coefficient pour les matrices. On rappelle que l’indicatrice d’un
ensemble convexe C est la fonction

ιC(x) =
{

0 si x ∈ C
∞ sinon

}

Pour finir, nous présentons un opérateur prééminent dans cet article. Si l’on
dispose d’une fonction de divergence D sur un ensemble E et si F est une
fonction de E vers R ∪ {∞}, alors la l’opérateur de proximité est définit par

proxDF (x) = argminy∈E{F (y) +D(y|x)} (6)

Fondamentalement, c’est un opérateur qui optimise F en privilégiant le voisi-
nage de l’entrée x.
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3 PRÉSENTATION DES RÉSULTATS

3 Présentation des résultats

3.1 L’équation du Transport Optimal
Dans cette section nous allons nous activer à donner un formalisme globale

à toute la problématique du transport optimal. Nous rappelons brièvement la
définition des fonctions de divergence.

Une fonction φ : R −→ R est dite fonction d’entropie si elle est semi-
continue inférieurement, convexe et si Suppφ ⊂ [0,∞[ tout en vérifiant
Suppφ∩]0,∞[ 6= ∅.

La vitesse de croissance de φ à l’infinie est définie par

φ′∞ = lim
x 7→∞

φ(x)
x
∈ R ∪ {∞}

Définition 1. Fonction d’entropie

Soit φ une fonction d’entropie et pour α, β ∈ M(X), notons dα
dββ + α⊥ la

décomposition de Lebesgue de α par rapport à β. La φ-divergence Dφ est
définie par :

Dφ(α|β) =
∫
X
φ(dα

dβ ) dβ + φ′∞α
⊥(X)

Définition 2. φ-Divergence

Les φ-divergences sont un bon outil pour comparer des distributions, en par-
ticulier on peut remarquer que dans le cas où φ′∞ = ∞, Dφ(α|β) = ∞ dès
que α n’a pas de densité par rapport à β. Dφ est elle -même convexe et semi-
faiblement continue inférieurement.

L’équation du transport optimal équilibré peut alors se réécrire pour α, β ∈
M+(X)×M+(Y )

inf
γ∈M+(X×Y )

∫
X×Y

c dγ + ι=(PX
] γ|α) + ι=(P Y

] γ|β) (7)

avec ι=(µ|ν) = Dι{1}(µ|ν) =
{

0 si µ = ν

∞ sinon

}
. Les deuxième et troisième termes

de l’expression servent à pénaliser toute divergence entre PX
] γ et α et entre

P Y
] γ et β.
L’avantage de cette nouvelle formulation des contraintes est qu’elle n’im-

plique pas intrinsèquement que α(X) = β(Y ). On peut alors l’utiliser pour
exprimer plus généralement le problème dans le cadre déséquilibré en

inf
γ∈M+(X×Y )

∫
X×Y

c dγ +Dφ1(PX
] γ|α) +Dφ2(P Y

] γ|β) (8)

De manière analogue au cas équilibré, cette quantité peut permettre de définir
un analogue à la distance de Wasserstein.
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3.1 L’équation du Transport Optimal 3 PRÉSENTATION DES RÉSULTATS

Lorsque X = Y , que φ1 = φ2 = λφKL avec λ ≥ 0, et que c(x, y) =
− log

(
cos2(d(x, y) ∧ π

2

)
WFRλ(α|µ) est défini par la racine carrée du mi-

nimum (8).

Définition 3. Distance de Wasserstein-Fisher-Rao

φKL(s) =


s log(s)− s+ 1 si s > 0
1 si s = 0
∞ sinon



WFRλ définie bien une distance pour 0 ≤ λ ≤ 1 (dégénérée si λ = 0).
Proposition 4.

Nous ne sommes plus qu’à un pas de pouvoir aussi réécrire le problème des
barycentres. Soient (αk)nk=1 ∈ M+(X)n associées à des coûts (ck)nk=1 définies
sur X × Y . On veut trouver une distribution "moyenne" σ ∈ M+(Y ), c’est à
dire

inf
σ∈M+(Y )

inf
(γ)n

k=1∈
M+(X×Y )n

∑
k

∫
X×Y

ck dγk +Dφ1,k(PX
] γk|αk) +Dφ2,k(P Y

] γk|σ)

Si l’on regarde de manière peu formelle, cette expression peut se réécrire grâce
à ce qui précède

inf
σ∈M+(Y )

∑
k

"distance" (αk, σ)

ce qui traduit bien ce qu’on attend de l’équation. On peut bien entendu envi-
sager d’ajouter des poids (µk)nk=1 si on le voulait. Maintenant, si on inverse les
deux infimums, on obtient

inf
(γ)n

k=1∈
M+(X×Y )n

{∑
k

∫
X×Y

ck dγk +Dφ1,k(PX
] γk|αk) + inf

σ∈M+(Y )

∑
k

Dφ2,k(P Y
] γk|σ)

}

(9)
Dans les deux cas vus précédemment, une formule générale se déssine. C’est

la suivante :

inf
γ∈M+(X×Y )

J (γ) avec J (γ) =< c, γ > +F1(PX
] γ) + F2(P Y

] γ) (10)

F1 et F2 sont deux fonctionnelles semi-continues inférieurement. Cette formule
marcherait aussi dans le cadre du flow de gradient, mais cela ne sera pas traité
dans cet exposé.
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3.2 Regularisation entropique 3 PRÉSENTATION DES RÉSULTATS

3.2 Regularisation entropique
On munit X et Y de mesures de références dx et dy. On introduit de

nouveau de l’entropie H qui va jouer cette fois un rôle régularisateur.

H(γ) =
∑
k

DφKL
(γk| dx dy) =

∑
k

∫
X×Y

rk(log(rk)− 1) dx dy + const

où les rk sont les densités de γk par rapport à dx dy. Cela permet de voir l’im-
portance du choix de dx dy car il faut que les γk soient absolument continues
par rapport à elle. En particulier, il faut que Supp dx dy = X × Y . Dans la
suite nous négligerons la constante qui n’apporte rien à l’équation. Enfin, en
introduisant un paramètre de régularisation ε. Nous allons minimiser

inf
γ∈M+(X×Y )n

J (γ) + εH(γ) (11)

ce qui peut se réécrire

inf
γ∈M+(X×Y )n

F1(PX
] γ) + F2(P Y

] γ) + ε
∑
k

KL(γk|e−ck/ε dx dy) (12)

Remarquons que résoudre (11) revient à calculer proxKL
J /ε(dx dy).

Le rôle de régularisation de ε peut être compris comme suit. Dans la quan-
tité à minimiser (11), il y a deux quantités qui s’opposent. ε va d’une certaine
manière décider de laquelle de ces deux influences l’emportera sur le tout. Ainsi
lorsque [ε −→ 0] l’influence de l’entropie disparait et la suite de solutions γε de
(11) converge vers la solution de (1) ayant une entropie maximale. D’autre
part, lorsque [ε −→ ∞], l’influence de l’entropie l’emporte et la séquence de
solutions γε de (11)converge vers dx dy.

Considerons le cas où n = 1 et où X et Y sont des ensembles finis. Sup-
posons que (10) admette au moins une solution absolument continue
par rapport à dx dy. Soit (εk)k une suite de réels strictement positifs qui
converge vers 0. Alors la suite des solutions γk de (11) converge vers la
solution de (10) avec une entropie maximale (H(γ) minimale).

Proposition 5. Convergence

L’hypothèse sur l’absolue continuité permet d’éviter que DφKL
(γ| dx dy) 6=∞,

ce qui permet de bien réaliser la minimisation.
Débarrassons nous donc des mesures et raisonnons en terme de densités en

supposant que dx dy le permette. Alors (12) peut se réécrire :

min
r∈L1(X×Y )n

F1(PX
] r) + F2(P Y

] r) + ε
∑
k

KL(rk|e−ck/ε) (13)

avec F1(s) = F1(s dx), F2(s) = F2(s dy) et K = (e−ck/ε)nk=1. On a remplacé
inf par min car on a supposé que la solution existe. Nous résumons plus bas
l’ensemble des hypothèses faites.
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3.3 Algorithme 3 PRÉSENTATION DES RÉSULTATS

Nous faisons les hypothèses suivantes :
— (10) admet au moins une solution absolument continue par rapport

à dx dy
— dx et dy sont des mesures de probabilité.
— F1 et F2 sont faiblement semi continues inférieurement et convexes

sur L1(X)n et L1(Y )n respectivement
— K ∈ L∞+ (X × Y )n

Définition 6. Hypothèses

Maintenant, un des principaux résultats de l’article.

Le dual du problème (13) est

sup
u∈L∞(X)n

v∈L∞(Y )n

−F ∗1 (−u)− F ∗2 (−v)− ε < e(u⊕v)/ε − 1, K > (14)

La solution de cette (14) et de (13) sont égales (dualité forte) et le
minimum (13) est atteint en un unique r. De plus, u et v maximisent
(14) si et seulement si− u ∈ ∂F1(PX

] r)
− v ∈ ∂F2(P Y

] r)

 et rk(x, y) = euk(x)/εKk(x, y)evk(y)/ε (15)

Théorème 7. Dualité

C’est un théorème très fort qui nécessite la convexité de F1 et de F2. Il nous
donne un moyen d’accéder à la densité recherchée à partir de la résolution
du problème dual. Notons que cette technique de calcul est très récurrente
dans tous les problèmes d’optimisation et donne lieu à des résolutions closes.
L’article a réussi à mettre au point un algorithme itératif similaire à Sinkhorn
et très simple.

3.3 Algorithme
La reformulation du problème obtenue en (14) nous permet de nous rame-

ner à un cadre d’utilisation de l’algorithme de Dykstra. Les solutions recher-
chées sont alors obtenues par maximisation successives :u

(l+1) = argmaxu∈L∞(X)n − F ∗1 (−u)− ε < eu/ε,Kev(l)/ε >X

v(l+1) = argmaxv∈L∞(Y )n − F ∗2 (−v)− ε < ev/ε,KT eu(l+1)/ε >Y

 (16)

où pour a : X −→ [0,∞[n et b : Y −→ [0,∞[n mesurables,

(Kb)k(x) =
∫
Y
Kk(x, y)bk(y) dy et (KTa)k(y) =

∫
X
Kk(x, y)ak(x) dx (17)

et en remarquant grâce à Fubini-Tonelli que :
< e(u⊕v)/ε, K >X×Y =< eu/ε,Kev/ε >X=< ev/ε,KT eu/ε >Y . (18)

10 Master MVA



3.3 Algorithme 3 PRÉSENTATION DES RÉSULTATS

Le Théorème suivant va fixer les conditions de validité de cet algorithme
ainsi que la manière dont on peut l’implémenter concrètement. Mais avant, il
nous faut encore définir une notion

Une fonction f : X × Rn −→ R ∪ {∞} est appelée intégrande normale si
x ∈ X 7−→ epigraphef(x, )̇ est à valeurs dans un fermé et mesurable. Une
fonctionnelle à noyau convexe est une application F : L1(X)n −→ R∪{∞}
de la forme F (s) =

∫
X f(x, s(x)) dx où f est une intégrande normale et

f(x, )̇ est convexe pour tout x ∈ X. Si de plus pour tout x ∈ X, f(x, )̇ est
positive, possède un support inclus dans [0,∞[n et s’il existe s ∈ L1(X)n
tel que F (s) <∞, alors F est dite admissible.

Définition 8. Intégrandes normales et fonctionnelles à noyaux

Supposons que F1 et F2 soient des fonctionnelles à noyaux admissibles
associées aux intégrandes normales f1 et f2. Supposons que pour tout
x, y ∈ X×Y , il existe s1, s2 à coordonnées strictement positives telles que
f1(x, s1) < ∞ et f2(y, s2) < ∞ et que K est positive. Si nous définissons
a(0) = 1, v(0) = 0 et la suite récurrente (a(l), b(l)) par

a(l+1) =
proxKL

F1/ε
(Kb(l))

Kb(l)

b(l+1) =
proxKL

F2/ε
(KTa(l+1))

KTa(l+1)

 (19)

alors :
— La suite des maximaux alternés (u(l), v(l)) définie en (16) existe de

manière unique.
— Pour tout l ∈ N, (a(l), b(l)) = (eu(l)/ε, ev

(l)/ε).

Théorème 9.

Ce théorème est un peu le bijou de l’article qui utilise toute la théorie in-
troduite jusqu’ici. Son intérêt pratique est aussi à souligner car il permet de
calculer la suite u et v simplement. Enfin un dernier théorème de convergence
de l’algorithme.

Sous les mêmes hypothèses que (3.3), si l’équation (19) admet un point
fixe (a, b) tel que (log a, log b) ∈ L∞(X)n × L∞(Y )n, alors (ε log a, ε log b)
est l’unique solution de (14) et la fonction r définie par rk(x, y) =
ak(x)Kk(x, y)bk(y) est l’unique solution de (13).

Théorème 10. Convergence

Ce théorème assez intuitif, vient résumer l’ensemble des efforts effectués jusque
là et donner lieu à l’algorithme de la figure 1. L’algorithme qu’on y lit contient
quelques techniques ajoutées artificiellement afin de garantir une stabilité dans
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3.4 Expérience 4 CONCLUSION ET LIEN AVEC LE COURS

Figure 1 – Algorithme pour des mesures discrètes. Image tirée de l’article

les calculs.

3.4 Expérience
Pour finir, j’ai voulu présenter une petite illustration de ce que réalise l’al-

gorithme. On se place dans le cas 2− d où les points de X sont 300 points pris
indépendamment dans le carré de côté 1 et centré en l’origine. Les 200 points
de Y sont prix uniformément dans la couronne comprise entre les cercles de
rayon 0.8 et 0.2 centrés en l’origine. Les distributions dx et dy sont des sommes
de diracs en tous les points avec une même masse. Pour la divergence, j’ai pris
la DλφKL avec λ = 3. Nous avons afficher l’erreur en échelle logarithmique au
cours des itérations en figure 2 et le couplage obtenu en figure 3. J’ai implé-
menté l’algorithme moi-même.

4 Conclusion et LIEN avec le cours
L’une des prouesses remarquables est la formule de réunification des problé-

matiques du transport optimale. Elle donne une vision d’ensemble très perti-
nente. La résolution de l’équation est rigoureuse et l’algorithme qui en découle
est simple et performant. L’algorithme tel que je l’ai implémenté a une com-
plexité constante car le nombre d’itération est fixé d’avance comme suggéré
dans l’article. Seulement, il aurait manqué une petite justification de la défini-
tion (3.3) en montrant que les fonctionnelles F1 et F2 que nous utilisons sont
bien admissibles.
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4 CONCLUSION ET LIEN AVEC LE COURS

Figure 2 – Erreur affichée en echelle logarithmique

Figure 3 – Illustration du couplage obtenu
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Figure 4 – Erreur obtenue lorsqu’on donne des poids nuls à la moitié des
éléments de X et de Y . Confirme les remarques faites sur le choix de dx et dy

L’ensemble des équations étudiées dans cet article avaient déjà été résolues
dans le cours dans le cadre du transport optimal équilibré. L’algorithme de
Sinkhorn avait été obtenu en réalisant une résolution par régularisation en-
tropique puis par dualité. L’algorithme obtenu dans cet article ressemble en
tous points à Sinkhorn car il est lui aussi obtenu par régularisation entropique
et dualité. Il est à noter que l’algorithme ici présenté est tout à fait l’algo-
rithme de Sinkhorn lorsque X et Y ont même masse. Cet article généralise
donc Sinkhorn. La distance WFR constitue un parfait analogue de la distance
de Wasserstein.
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